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数学专业师范生实变函数课程中的数学专业师范生实变函数课程中的
反例教学反例教学
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宝鸡文理学院数学与信息科学学院，陕西 宝鸡 721013

摘  要摘  要：实变函数作为数学专业的核心课程，在培养师范生的抽象思维、逻辑推理和解决问
题能力等综合素养方面发挥着重要的作用。 基于该课程抽象性和复杂性较高的特点，学生在学习
的过程中容易产生畏难心理。本文针对实变函数课程中的几个问题，结合具体条件，构造恰当反
例并给出证明过程 . 从而让学生更容易、更直观理解和掌握基本概念和定理，调动学生学习的积
极性。
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0 引言0 引言

实变函数是大学数学专业的一门必修课程，
它是数学分析课程学习的深入，为后续学习概
率论与数理统计、泛函分析等课程提供必备的
理论基础，在分析数学中起到了承前启后的作
用，是连接经典数学与现代数学的桥梁 . 在数
学专业师范生的培养过程中，实变函数也起到
了重要的作用。作为素养培育的核心课程，一
方面，完善师范生的分析学知识体系，让师范
生深刻理解中学数学知识的本质与延伸；另一
方面，提升师范生的数学抽象思维、逻辑推理、
和严谨论证能力，为他们开展中学数学教学研
究，教材分析，教学改革奠定理论基础。

实变函数课程具有理论性强、抽象度高的
显著特点，对学生的逻辑思维和数学基础要求
较高，被认为是难度较高的专业核心课程。在
教学过程中，为了加深学生对概念和定理的理
解掌握，往往会对重要概念和定理进行注解和
说明。在这个过程中，一种有效的教学手段就
是反例教学，通过例举一些具体的反例让学生
产生直观的印象，从而更容易接受、理解、辨
析概念及定理的条件和使用范围。到目前为止，
已经有一些学者总结讨论了反例在实变函数课
程教学中的应用 [1][2][3][4][5]。本文将结合师范生实
变函数课程内容 , 总结探讨反例在各个知识点
中的应用，从而提升课堂的教学效果，增强学
生的综合素养，实现教育目标。

1 可测函数与连续函数的关系1 可测函数与连续函数的关系

连续函数是数学分析中一类重要的函数，
通过可测函数的定义可以判断，可测集上的连
续函数一定是可测函数。反过来，可测函数是
否连续？答案是否定的，比如狄利克雷函数。
下面的卢津定理说明它们之间确实存在着一定
的关系。

定理 1[6] 设 f(x) 是 E 上几乎处处有限的可测
函数，则对任意 δ>0，存在闭子集 Fδ ⊂ E，

使 f(x) 在 Fδ 上是连续函数，且 m(E\Fδ)<δ。
值得强调是卢津定理不能改为：存在闭

子 集 F ⊂ E， 使 f(x) 在 F 上 是 连 续 函 数， 且
m(E\F)=0。为了给出一个反例，首先构造下面
的类 Contor 集 S。

在区间 [0,1] 中以 ½ 为中心，去掉长度为 ¼

的开区间 )
8
5,

8
3( ，剩下两个闭区间 ]

8
3,0[ ， ]1,

8
5[ ；

再分别以这两个闭区间的中点为中心，去掉长

度为
24

1 的开区间；按照此方法一直进行下去，

就从 [0,1] 去掉了可数多个互不相交且没有公共
端点的开区间，剩下的必是一个闭集，记为 S。 

显然，S 无内点且 mS=
2
1 。

例 1[1] 设 函 数
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xf 则 对

[0,1] 中的任一零测度集 A，f(x) 在 [0,1]\A 上不
连续。证明 仅说明 f(x) 在 ([0,1]\A ∩ S) 上不连
续，任给 x0 ∈ ([0,1]\A ∩ S)，及 δ>0，由于 S
无内点，故 (x0-δ,x0+δ) ∩ ([0,1]\(A ∪ S)) ≠∅。
取 ε=1， 对 任 意 δ>0， 存 在 x' ∈ (x0-
δ,x0+δ)∩ ([0,1]\(A∪ S))，则 f(x')=-1且∣ f(x')-
f(x0) ∣ =2>1，因此 f(x) 在 x0 点不连续。
    在例 1 中，根据 f(x) 的定义可知，f(x) 在 [0,1]
上可测，但对任意零测度集 A，f(x) 在 [0,1]\A
上不连续，因此，满足条件的闭子集 F 不存在。
2 可测函数列几种收敛之间的关系2 可测函数列几种收敛之间的关系

在数学分析中，系统学习了函数列在一个
集合上的处处收敛性和一致收敛性。可知，一
致收敛的函数列一定处处收敛。一般情况下，
处处收敛不能保证一致收敛。下面的叶果洛夫
定理说明，在一定条件下，几乎处处收敛的可
测函数列是“基本上”一致收敛的。
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定理 2[6] 设 mE< ∞，{fn} 是 E 上一列几乎
处处收敛于一个几乎处处有限的函数 f，则对任
意 δ>0，存在子集 Eδ ⊂ E，使 {fn} 在 Eδ 上一
致收敛，且 m(E\Eδ)<δ。

在 定 理 2 中 条 件 mE< ∞ 不 可 少， 当
mE= ∞时，定理不成立。

例 2[7] 考 虑 区 间 E=(0, ∞ ) 上 的 函 数

列
,2,1,)( == n

n
xxfn

， 则 任 给 x ∈ E， 有

0)(lim =
∞→

xfnn
。但对于任意的 δ>0，不能 E 从中

去掉一个测度小于 δ 的子集 Eδ，使得 {fn(x)}
在 E\Eδ 上一致收敛于 0。

证明（反证法）对于任意的 δ>0，假设存
在 Eδ ⊂ E， 且 mEδ<δ， 使 得 {fn(x)} 在 E\Eδ

上一致收敛于 0。即对于 ε=1，存在正整数 N，

当 n>N 时， 任 给 δEEx \∈ ， 有 1)( <xfn ， 从 而

nx <<0 ，则 ),0(\ nEE ⊂δ 。由此可知 ),0( nEE δ⊂

，所以 mE≤ δ+n，这与 mE= ∞矛盾，得证。
此外，定理 2 不能改为：存在子集 EF ⊂ ，使 {fn}
在 F 上一致收敛于 f，且 m(E\F)=0。

例 3[1] 考虑区间 E=[0,1] 上的函数列

可知 )(xfn 为 E 上的连续函数，即为可测函

数。对于任给 }0{\Ex∈ ，存在 n，使得
n

x 1
≥ ，此

时 0)( =xfn ，且当 nm > 时， 0)( =xfm ，从而推出

0)(lim =
∞→

xfnn
。

     若 存 在 EE ⊂0
， 且 mE0=0， 使 得 { })(xfn

在 E\E0 上 一 致 收 敛 于 0。 由 于 点 x=0 是 集 合

E\E0 的 聚 点， 则 存 在 数 列 { } 0\ EExk ⊂ ， 使 得

0lim =
∞→

kk
x

。
因 此， 对 任 意 N>0， 存 在 k>N，

使 得
1

10
+

<<
N

xk 。
进 一 步， 存 在 0≥n ， 使 得

1
1

2
1

++
<≤

++ nN
x

nN k
。 此 时 有 1)( =+ xnN xf 且

0\ EExk ⊂ 。这与 { })(xfn 在 0\ EE 上一致收敛于 0

矛盾。
   在实变函数中，引入测度概念后，利用测度
描述了函数列的收敛，即依测度收敛。依测度
收敛和收敛之间有没有强弱关系？下面例子说
明依测度收敛不能蕴含几乎处处收敛。

   例 4[7] 设 ]1,0(=E ，对任意的正整数 n，对于任
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其 中 .2,,2,1 nj = 将 { }nn
i jf 2,,2,1:)(
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后按 j 的顺序逐个地排成一列：
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，即 { })(n
jf 依测度收敛于 0。

     任 取 x0 ∈ (0,1], 不 管 n 多 大， 总 存 在 j，

使 ,
2
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0)( 0
)(
1 =− xf n

j ，即 { })( 0
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1 xf n

j− 中有两个子列收敛但极

限不相等，故函数列 { })(
1

n
jf −

在 ]1,0( 中任何点都发

散。
反过来，几乎处处收敛能否蕴含依测度收

敛？ 下面例子说明答案是否定的。

例 5[6] 设 ),0( ∞=E ， 定 义 函 数 列
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可 知 ).(1)( ∞→→ nxfn

任 给 ,10 << σ ),(]1[ ∞=≥− nfE n σ 且 ,),( ∞=∞nm 即

{ })(xfn 在 E 上不依测度收敛于 1。

例 4 和例 5 说明，依测度收敛和几乎处处
收敛之间区别很大，不能相互推出，但里斯定
理和勒贝格定理又反映了它们之间存在着密切
关系。
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3 勒贝格积分的性质3 勒贝格积分的性质

引入勒贝格积分的目的就是为了克服黎曼
积分存在的一些缺陷，特别是积分换序的问题。
在实变函数教材中，给出勒贝格积分的概念后，
重点介绍了勒贝格积分的性质。通过学习这些
性质，体会勒贝格积分的强大。

首先，法图引理和勒贝格控制收敛定理表
明，勒贝格积分在处理极限运算与积分运算交
换顺序时，所要求的条件比黎曼积分要弱得多。
具体内容如下： 

定理 5[6] 设 E 为可测集，{fn} 为 E 上一列可
测函数，则

定理 6[6] 设 E 为可测集，{fn} 为 E 上一列非
负可测函数，F 是 E 上非负勒贝格可积函数，

如果对于任意的正整数 n， Ffn ≤ 几乎处处于 E

且 )()(lim xfxfnn
=

∞→
几乎处处于 E，则

需要强调的是，定理 5 中不能将“≤”改
为“=”。

     例 6[8] 考 虑 区 间 ]1,0[=E 上 的 函 数 列
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故

在定理 6 中，非负可积函数 F 称为 {fn} 的
控制函数，这里控制函数的可积性条件不能去
掉。

例 7[9] 考 虑 区 间 ),0( ∞=E 上 的 函 数 列

( ) 221
11)(

xnn
xfn +
= 。显然，对任意 x ∈ E，

有                  ，但                                         。

尽管函数列处处收敛，但极限和积分不能交换
顺序，其原因在于不存在勒贝格可积的控制函
数。

5 结语5 结语

本文结合实变函数课程的具体内容，针对
一些重要的概念和定理进行了注释说明，并通
过例举反例让学生更清晰、更直观的理解掌握。
在教学中，恰当地运用反例，能够让学生正确
辨析概念之间的关系、深刻理解并运用基本定
理解决实际问题，从而提升学生综合素养，进
一步提高教学质量。
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