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微积分课程中一道不定积分的多种解法微积分课程中一道不定积分的多种解法
齐   琼

西北政法大学，陕西 西安 710122

摘  要摘  要：不定积分是微积分课程中重要的板块之一，为后续的学习奠定基础。本文讨论了一
道不定积分题的八种解法，并对解题思路和使用方法进行了分析探讨。
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在微积分课程中，不定积分是积分学的基
础，更是整个微积分中计算部分的重要板块，
它不仅是连接微分与积分的理论桥梁，也是解
决众多实际问题的计算基础。因此，熟练掌握
不定积分的计算，被视为掌握微积分课程核心
内容的一个关键指标。在不定积分的讲授中，
常用的方法有凑微分、分部积分、三角代换、
有理函数分解等方法，学生在掌握计算方法的
同时，需要通过习题的完成对知识点的掌握进
行检验。在计算过程中找到结果，仅代表对应
知识点的理解。如果能做到一题多解，便是打
破了“唯一正确解”的思维定势，不仅可以提
升解题技巧，更是一种能锻炼学生多角度审视
问题，培养学生的发散思维能力与创造力。同
时不同方法间的交叉验证，也提供了最可靠的

“验算”方式，极大地提升了计算结果的严谨性。
本文通过对一道不定积分例题分析，运用多种
方法进行计算，帮助学生更深刻的掌握不定积
分的运算技巧。

例：求

解法一：在不定积分的计算过程中，如果
分子的最高次幂比分母的最高次幂高，我们可
以通过构造，让分子中出现与分母相同的形式，
达到对分式简化、降幂的目的，然后利用积分
公式完成积分计算。
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解法二：在计算不定积分的过程中，如

果 对 函 数 和 它 的 导 函 数 形 式 非 常 熟 悉， 对
计算有很大的帮助，此时，因为我们注意到
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在不定积分的计算中，换元法是同学们最
常使用的方法之一，换元法的本质，就是有效
地识别被积函数中隐藏的“复合函数”结构，
通过引入一个新的变量来简化它，让被积函数
变成一个我们所熟悉的基本积分形式。而具体
换被积函数中的那一部分，需要经过大量习题
训练积累经验，比如这个题目我们可以进行以
下不同的换元方式完成计算。在计算时需要注
意的是在计算完成后一定要“回带”成原来的
变量形式。 
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（在这里为了和其他解法的运算结果保持
形式一致，我们利用对数函数的性质完成整理、
变形）

解法七：在被积函数中，分母的最高次数
n 与分子的最高次数 m 之差大于 1 时，可以考

虑使用倒代换。令 1x
t

= 后，分子分母同时乘以

的最高次幂，可以有效地“翻转”分子分母的

次数关系，可能会得到一个更易于处理的有理
分式，从而完成积分计算。

解 法 八： 当 我 们 遇 到 被 积 函 数 中 包 含

2 2a x− 、 2 2a x+ 、 2 2x a− 的形式时，可以

选择三角函数换元积分法，这样我们就可以消
除根号，将代数问题转化为三角函数问题，而
关于三角函数的运算有很多公式可以用，便于
我们完成积分计算，再回代时可以借助画一个
直角三角形的方法，将有参量的三角函数换回
原始的变量即可。

在 变 量“ 回 带 ” 时， 借 助 右 图 得 到

2
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可得到最终的答案。
综上，通过八种不同的方法完成了这道不

定积分的计算，我们知道，不定积分的一题多解，
其好处远不止于“多会几种方法”。它是一个
主动建构知识、发展思维、提升素养的过程。
可以让学生从被动的“解题者”转变为主动的“探
索者”，从一个更高的视角来审视和驾驭微积
分的工具。

当我们尝试着用不同的方法去完成同一道
积分题时，实际上是尝试着从不同的角度考虑
同一个数学问题，此时我们会发现，不同的计
算方法并不是孤立存在的，他们之间是彼此关
联的。我们可以通过对比不同的解法之间的区
别与联系，能深层次的理解所用方法为什么是
有效的，它们的本质是什么，它们之间的逻辑
又是什么。当我们只用一种方法完成计算，可
能只是掌握了课本中的基本方法，但是若用不
同的方得到同一个答案，或者经过运算、简化
后是相同的，那么可以百分百保证答案是正确
无误的，这种通过努力解决问题所带来的信心
是单一解法无法给予的。如果不同的方法计算
出不同的结果，就会促使我们回头去检查每一
步的运算，找出忽视的计算失误、符号错误或
者公式表达式记忆有误等等，而这个寻找漏洞
的过程是难得的巩固知识的机会。
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数学是思维的体操，一题多解能让我们避
免养成生搬硬套公式、模仿例题的习惯，通过
多角度、全方位的观察问题、分析问题，使我
们的思维更加敏捷，解决问题的方法更加灵活，
让我们从众多方法中找到最简便的方法。而选

用最简便的方法解题的过程，正是创造性思维
得到训练的过程。因此，在学习和教学中，积
极鼓励和探索一题多解，是通向深刻理解和灵
活运用数学的必经之路。
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